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Samenvatting
Het onderdeel van de wiskunde waartoe dit proefschrift behoort, houdt zich
bezig met het berekenen van zeta-functies van varie¨teiten over eindige licha-
men. Zo’n varie¨teit is een meetkundig object gedeﬁnieerd door vergelijkingen
fi(x1, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . , r,
waarbij de fi polynomen met coe¨ﬃcie¨nten in een eindig lichaam Fq zijn. Het
berekenen van de zeta-functie komt ruwweg neer op het bepalen van het
aantal oplossingen van dit systeem vergelijkingen in Fnq . In de omgangstaal
heet dit “punten tellen”.
Vele methoden die cryptografen tegenwoordig gebruiken voor het ver-
sleutelen van gegevens, zoals de Diﬃe-Hellman- en ElGamal-cryptosystemen,
zijn gebaseerd op berekeningen in een eindige abelse groep. De populai-
re crypto-software PGP (Pretty Good Privacy) gebruikt bijvoorbeeld het
ElGamal-cryptosysteem met de multiplicatieve groep F∗q van een eindig li-
chaam. Als andere mogelijkheid kan men in de groep van rationale punten
A(Fq) op een abelse varie¨teit A over Fq rekenen. Een abelse varie¨teit is een
projectieve varie¨teit waarvan de punten een abelse groep vormen. Abelse
varie¨teiten van dimensie 1 zijn niets anders dan elliptische krommen.
De veiligheid van het ElGamal-cryptosysteem berust op de moeilijkheid
van het discrete logaritme-probleem in de gebruikte groep, d.w.z. het zoeken
van een geheel getal m zodanig dat a = bm voor gegeven groepselementen a
en b waarvan bekend is dat zo’n m bestaat. De moeilijkheid van het discrete
logaritme-probleem in een groep als A(Fq) wordt in de eerste plaats bepaald
door de orde van de groep. Om te controleren of een gegeven abelse varie¨teit
A cryptograﬁsch bruikbaar is, moet men dus op een eﬀectieve manier de ra-
tionale punten op A over Fq kunnen tellen.
Men onderscheidt l-adische en p-adische methoden voor het tellen van
punten op een varie¨teit V gedeﬁnieerd over een eindig lichaam Fq van ka-
rakteristiek p. Een l-adische methode berekent het gevraagde aantal modulo
machten van verschillende kleine priemgetallen l = p, een p-adische modulo
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machten van p. In tegenstelling tot l-adische methoden, zijn p-adische me-
thoden alleen van toepassing als de karakteristiek p klein is.
De eerste algoritme voor het tellen van punten op een elliptische krom-
me werd ontdekt door R. Schoof in de jaren ’80. Schoof’s algoritme is l-
adisch. Zijn algoritme werd verder ontwikkeld door N.D. Elkies en A.O.L.
Atkin. Eind jaren ’90 werden p-adische methoden ge¨ıntroduceerd door T.
Satoh, K. Kedlaya, A. Lauder en J.-F. Mestre. Een heel peloton onder-
zoekers werkt aan het optimaliseren en generaliseren van hun methoden.
Satoh’s algoritme is beperkt tot elliptische krommen. De algoritmen van
Kedlaya en Lauder kunnen worden gebruikt voor een bredere klasse van va-
rie¨teiten. De eﬃcie¨ntste algoritme voor het tellen van punten op een hoger-
dimensionale abelse varie¨teit werd gevonden door Mestre. Zijn zogenaamde
AGM-methode werkt voor abelse varie¨teiten over een eindig lichaam van
karakteristiek 2.
Mestre’s methode gebruikt een klassieke constructie, het rekenkundig-
meetkundige gemiddelde, in het Engels “arithmetic geometric mean” (AGM).
Het AGM werd ontdekt en bestudeerd door C.F. Gauss en J.-L. Lagrange
aan het eind van de 18de eeuw. Gauss slaagde erin de waarden van ellipti-







anbn, n ≥ 0
voor gegeven a0 en b0. De AGM-rij kan worden gedeﬁnieerd voor positieve
ree¨le getallen, maar ook voor complexe en p-adische getallen. In het p-adische
geval moeten de beginwaarden zodanig worden gekozen dat men de wortel
kan trekken. Om dit herhaald te kunnen doen moet men steeds de “juiste”
wortel kiezen. Voor ree¨le getallen convergeert de AGM-rij naar het AGM, de
gemeenschappelijke limiet van an en bn. Dit is ook waar in het complexe en
p-adische geval als steeds de “juiste” wortel wordt gekozen. Een uitzondering
vormt het 2-adische geval. Voor p = 2 kan de AGM-rij zowel convergeren
als divergeren.
Elliptische krommen bieden de mogelijkheid de AGM-rij meetkundig te
interpreteren. Stel an en bn zijn gegeven door de AGM-formules, en laat de
elliptische kromme En gegeven zijn door de vergelijking
y2 = x(x− a2n)(x− b2n).











Deze afbeelding is een 2-isogenie, d.w.z. het is een surjectief morﬁsme van
groepen met als kern de ondergroep van orde 2 voortgebracht door het punt
(0, 0). Mestre heeft de rij krommen En bestudeerd over het lichaam van
de 2-adische getallen Q2. Zoals Mestre opmerkt convergeert de rij van j -
invarianten
jn = 28




behorend bij de rij En als E0 goede gewone reductie heeft, d.w.z. de reduc-
tie van E0 is een elliptische kromme met een rationaal punt van orde 2. De
rij En heeft een hoger-dimensionaal analogon, een rij van 2-isogene abelse
varie¨teiten over Q2 die ten grondslag ligt aan Mestre’s algoritme voor het
tellen van punten op een gewone hyperelliptische kromme over een eindig
lichaam van karakteristiek 2.
Het onderzoeksprogramma dat voor een belangrijk deel in dit proef-
schrift is uitgevoerd, voorziet de methode van Mestre van een nieuwe con-
ceptuele basis, die de mogelijkheid opent de methode uit te breiden naar
willekeurige karakteristiek p. We deﬁnie¨ren de GAGM-rij (gegeneraliseerde
AGM-rij) als een zekere rij van p-isogene abelse varie¨teiten over Qp die in het
1-dimensionale geval voor p = 2 overeen komt met de rij En. In Hoofdstuk
2 bewijzen we dat de GAGM-rij p-adisch convergeert. In Hoofdstuk 3 wordt
een algoritme ge¨ıntroduceerd die gebaseerd is op de GAGM-rij en de orde
berekent van de groep van rationale punten op een elliptische kromme over
een eindig lichaam van karakteristiek p > 2. In Hoofdstuk 4 wordt het be-
staan van canonieke projectieve coo¨rdinaten voor de GAGM-rij aangetoond.
Deze coo¨rdinaten worden geconstrueerd door de GAGM-rij in te bedden in
de moduli-ruimte van abelse schema’s met theta-struktuur. Het doel van
ons onderzoeksprogramma is de AGM-rij te berekenen in termen van deze
coo¨rdinaten.
